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Ciele práce:

• Analyzovať vybrané zovšeobecnenia Problému vrcholového pokrytia a
ich aplikácie pre komunikáciu v sieťach.

• Pokúsiť sa získať nové výsledky a navrhnúť algoritmy na riešenie prob-
lému.

• Implementovať a analyzovať vybrané algoritmy.

1 Úvod
V tejto práci bude skúmané minimálne vrcholové pokrytie a jeho zovše-
obecnenia na rôznych triedach grafov. Na pochopenie danej problematiky je
potrebné najprv rozumieť pojmom 𝑘-cestné vrcholové pokrytie a minimálne
𝑘-cestné vrcholové pokrytie a minimálne vážené 𝑘-cestné vrcholové pokrytie.

Definícia 1. Nech 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) a 𝑘 je kladné číslo. Podmnožinu vrcholov
𝑆 ⊆ 𝑉 (𝐺) voláme 𝑘-cestné vrcholové pokrytie, keď každá cesta rádu 𝑘 z 𝐺
obsahuje aspoň jeden vrchol z 𝑆.
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Definícia 2. Nech 𝑆 je množina všetkých 𝑘-cestných vrcholových pokrytí
grafu 𝐺. Nech 𝑀 je 𝑘-cestné vrcholové pokrytie z množiny 𝑆 s najmenšou
kardinalitou. Nech 𝜓𝑘(𝐺) je kardinalita 𝑀 . Potom 𝜓𝑘(𝐺) budeme nazývať
počet vrcholov v minimálnom 𝑘-cestnom vrcholovom pokrytí.

Definícia 3. Nech 𝑆 je množina všetkých 𝑘-cestných vrcholových pokrytí
grafu 𝐺. Nech 𝑤𝑣 ≥ 0 je váha vrchola 𝑣. Nech 𝑀 je 𝑘-cestné vrcholové po-
krytie z množiny 𝑆 pre ktoré platí, že ∑𝑣∈𝑀 𝑤𝑣 je minimálna. Nech 𝜏𝑘(𝐺)
je kardinalita 𝑀 . Potom 𝜏𝑘(𝐺) budeme nazývať počet vrcholov v minimál-
nom váženom 𝑘-cestnom vrcholovom pokrytí.

Motivácia problému minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia vznikla
v roku 2010 a pochádza z [1] problému vzťahujúcemu sa k bezpečnej komu-
nikácii v sieťach s bezdrôtovými senzormi, ktorá bola definovaná v [2], kde
bolo aj dokázané, že tento problém je NP-kompletný pre každé 𝑘 ≥ 2. V [2]
ukázali lineárny optimálny algoritmus pre nájdenie minimálneho 𝑘-cestného
vrcholového pokrytia pre stromy, horné ohraničenie pre počet vrcholov v mi-
nimálnom 3-cestnom vrcholovom pokrytí pre outerplanárne grafy a niekoľko
odhadov a presných hodnôť pre počet vrcholov v minimálnom 𝑘-cestnom
vrcholovom pokrytí. Navyše dokázali, že 𝜓3(𝐺) ≤ (2𝑛+𝑚)

6 , pre graf s 𝑛 vr-
cholmi a 𝑚 hranami.

František Kardoš, Ján Katrenič a Ingo Schiermeyer [3] prezentovali
23
11 -aproximačný algoritmus pre problém nájdenia minimálneho 3-cestného
vrcholového pokrytia s polynomiálnou časovou zložitosťou a exaktný algo-
ritmus na nájdenie minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia, ktorý má
časovú zložitosť 𝒪∗(1.5171𝑛).
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Ďaľšiu motiváciu mali Jianhua Tu a Wenli Zhou, ktorý zaviedli pojem mini-
málneho váženeho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia v [4] motivovaný problé-
mom sledovania premávky, kde cesty predstavovali hrany grafu a križovatky
vrcholy, kde bolo potrebné namontovať kamery. Váha týchto vrcholov pred-
stavovala variabilnú cenu montáže kamery na danú križovatku. V [4] doká-
zali, že problém minimálneho váženeho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia, je
tiež NP-úplny pre 𝑘 ≥ 2, tak ako bol aj problém minimálne 𝑘-cestného vr-
cholového pokrytia. Taktiež navrhli a dokázali korektnosť 2-aproximačneho
algoritmu pre problém minimálneho váženeho 3-cestného vrcholového pokry-
tia použitím ”primal-dual”metódy čím vylepšili 23

11 -aproximačný algoritmus
v [3]. Navyše v [5] navrhli a dokázali korektnosť 2-aproximačneho algoritmu
pre problém minimálneho váženeho 3-cestného vrcholového pokrytia, no ten-
tokrát s využitím techniky vrstvenia, .

V roku 2012 Li, Y., Tu, J. [6] predstavili greedy algoritmus, pre nájdenie
minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre grafy s jedným cyklom,
ktorý má polynomiálnou časovú zložitosť.

Tesné dolné ohraničenie minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia bolo
prezentované v [7] pre hexagonálne grafy Ervešom, R. a Šparlom, P.

V [8] Marko Jakovac a Andrej Taranenko vylepšili horné a dolné ohraničenia
pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre karteziánske
a silné súčiny ciest. Ukazuje sa, že pre problém minimálneho 3-cestného vr-
cholového pokrytia sú tieto ohraničenia tesné. Aj pre lexikografické súčiny
grafov sú uvedené ohraničenia pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholo-
vého pokrytia, naviac pre problém minimálneho 2 a 3-cestného vrcholového
pokrytia pre lexikografický súčin dvoch ľubovoľných grafov sú veľkosti mno-
žiny presne určené.

Jianhua Tu a Fengmei Yang ukázali, že problém minimálneho 3-cestného
vrcholového pokrytia je NP-úplný aj pre kubické grafy [9], okrem toho pred-
stavili ostré horné a dolné ohraničenie problému minimálneho 3-cestného
vrcholového pokrytia pre kubické grafy a navrhli 1.57-aproximačný algorit-
mus pre tento problém v kubických grafoch.
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Xianliang Liu, Hongliang Lu, Wei Wang a Weili Wu ako prvý predstavili
algoritmus aproximačnej schémy polynomiálnej časovej zložitosti pre prob-
lém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia (𝑘 ≥ 2) pre súvislé grafy
typu jednotkového kurhu [10] t.j. vrcholy su spojené hranou ak ležia od seba
vzdialené maximálne jednotkovú dĺžku, čiže ležia v kruhu, ktorého je jeden
z nich centrom.

V [11] Boštjan Brešar, Marko Jakovac, Ján Katrenič, Gabriel Semanišin
a Andrej Taranenko prezentovali horné ohraničenie pre problém minimál-
neho 3-cestného vrcholového pokrytia pre grafy s daným priemerným stup-
ňom vrcholov. Okrem toho dokázali aj dolné ohraničenie pre probmém mini-
málneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre regulárne grafy. Pre kartézky
súčin dvoch ciest ukázali asymptoticky tesné ohraničenia pre probmém mi-
nimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia a exaktnú hodnotu pre problém
minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia.

Yan Chu, Jianxi Fan, Wenjun Liu a Cheng-Kuan Lin predstavili v [12] al-
goritmus aproximačnej schémy polynomiálnej časovej zložitosti pre problém
minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia (𝑘 ≥ 2) pre súvislé grafy, na-
rozdiel od predchádzajúcich algoritmov, tento nepotrebuje lokalizačné údaje
o vrcholoch, takže sa dá aplikovať na grafy ohraničeného rastu.

V [13] Yuchao Li a Jianhua Tu dokázali, že problém minimálneho 4-cestného
vrcholového pokrytia pre kubické grapy je NP-úplný. Okrem toho ukázali
ostré dolné a horné ohraničenie pre problém minimálneho 4-cestného vrcho-
lového pokrytia pre kubické grapy a navrhli 2-aproximačný algoritmus pre
tento problém.

Xiaosong Li, Zhao Zhang a Xiaohui Huang navrhli v [14] 𝑘-aproximačný
algoritmus pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre
spojité grafy s dĺžkou najkratšieho cyklu aspoň 𝑘.

Ďalšie aplikácie tohto problému našli na nemeckej univerzite Stefan Funke,
André Nusser a Sabine Storandt [15]. Prvou aplikáciou bolo rýchle nájde-
nie bodu záujmu po ceste v navigácii napr. pumpy. Druhou aplikáciou bolo
zjednodučenie výškovej mapy pre turistiku, čím by sa nemuselo posielať
až tak veľa dát a navyše by mala mapa príjemný vizuálny vzhľad. Okrem
toho zostrojili algoritmus pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového
pokrytia pre orientovaný graf so systémov s unikátnymi orientovanými najk-
ratšími cestami, ktorého kardinalita vrcholov bola maximálne 𝒪(𝑛

𝑘 𝑙𝑜𝑔 𝑛
𝑘 ).
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Problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia bol využitý aj v [16]
na pomoc pri riešení situácie, keď viac než jeden úložný server zlyhá.

V roku 2014 B. Brešar, R. Krivoš-Belluš, G. Semanišin a P. Šparl ukázali v
[17] účinné algoritmy na riešenie problému minimálneho váženeho 𝑘-cestného
vrcholového pokrytia pre kompletné grafy a cykli, ale hlavne algoritmus pre
stromy, ktorý má časovú zložitosť 𝒪(𝑘 ⋅ |𝑉 (𝐺)|).

N. Safina Devi, Aniket C. Mane a Sounaka Mishra dokázali v [18], že prob-
lém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia je APX-kompletný pre
3-regulárne ako aj 3-regulárne bipartitné grafy. Taktiež ukázali, že prob-
lém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia sa dá aproximovať gre-
edy algoritmom pre regulárne grafy s faktorom 2 a, že problém minimálneho
𝑘-cestného vrcholového pokrytia je APX-kompletný pre grafy bez 𝐾1,4 a al-
goritmus založený na lokálnom pomere generuje riešenie s faktorom 3.

V roku 2015 Mingyu Xiao a Shaowei Kou vylepšili v článku [19] exaktný al-
goritmus [5] na nájdenie minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia. Ich
algoritmus má časovú zložitosť 𝒪∗(1.4656𝑛) a polynomiálnu pamäť alebo
časovú zložitosť 𝒪∗(1.3659𝑛) a exponenciálnu pamäť.

Jianhua Tu v [20] prezentoval algoritmus s fixným paramterom na riešenie
problému minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia s časovou zložitos-
ťou 𝒪(2𝑠𝑠3.376 + 𝑛4𝑚). Pričom 𝑛 je počet vrcholov, 𝑚 je počet hrán a 𝑠 je
počet vrcholov vo vrcholovom pokrytí, ktoré hľadáme.

Marko Jakovac sa v [21] zameral na koreňový súčin grafov a prezentoval
horné a dolné ohraničenia pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového
pokrytia. Navyše pre problém minimálneho 2 a 3-cestného vrcholového po-
krytia sú veľkosti pokrytia exaktne dané.
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V [22] Benjamin Ries, Bernhard Schamberg a Walter Unger prezentovali
(2 + 1

2𝑑−2)-aproximačný algoritmus pre problém minimálneho 3-cestného
vrcholového pokrytia pre bipartitné 𝑑-regulárne grafy. Navyše navrhli
(2 − 𝑜(1))-aproximačný algoritmus pre problém minimálneho 3-cestného vr-
cholového pokrytia pre 𝑑-regulárne grafy čo je trochu lepší ako 2-aproximačný
algoritmus navrhnutý v [4]. Okrem toho ich prístup vie byť zovšeobecnený
pre 𝑘 ≥ 3 a vedie k 3-aproximačnému algoritmu pre 𝑘 ≤ 𝑑+4

2 . Ešte k
tomu tento výsledok vie byť rozšírený na 𝛼-aproximačný algoritmus pre
𝑘 ≤ 𝛼−2

𝛼−1𝑑 + 2 pre 𝛼 ≥ 3.

Sławomir Bakalarski a Jakub Zygadło prezentujú [23] cestnú sekvenciu grafu
t.j. problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre 𝑘 ∈ {1, ..., |𝑉 |}
a nutnú a postačujúcu podmienku aby dve celé čísla boli na fixných pozí-
ciách v cestnej sekvencii grafu.

V [24] Leila Sharifan, Mehrdad Nasernejad a Kazem Khashyarmanesh štu-
dovali algebraické vlastnosti problému minimálneho 𝑘-cestného vrcholového
pokrytia pre stromy.

Arya Mazumdar študoval obnovu úložných serverov, ktoré zlyhajú v [25]
za použitia minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia, podobne ako v
[16].

V [26] Marie Paindavoine a Bastien Vialla využili problém minimálneho
𝑘-cestného vrcholového pokrytia pri riešení problému minimalizovania bo-
otstrapingu t.j. ako nájsť (jeden z) minimálnej sady šifrovaných textov, ktoré
je potrebné bootstrapovať, aby sa správne vyhodnotil daný okruh.

Xiaosong Li, Zhao Zhang a Xiaohui Huang [27] ukázali že problém minimál-
neho váženeho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia vie byť vyriešený v časovej
zložitosti 𝒪(𝑛) pre stromy a v časovej zložitosti 𝒪(𝑟𝑛) pre grafy s jedným
cyklom dĺžky 𝑟 a počtom vrcholov grafu 𝑛. Použitím algoritmu pre stormy
prezentovali 𝑘-aproximačný algoritmus pre problém minimálneho váženeho
𝑘-cestného vrcholového pokrytia za predpokladu, že dĺžka najkratšieho cyklu
v grafe je aspoň 𝑘.
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V [28] P. Durga Bhavani, K. Vijay Kumar a S. Satyanarayana ukázali horné
ohrnaničenia pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia. Ich
hlavným prínosom je ohraničenie pre všeobecný graf s 𝑛 vrchomi a 𝑚 hra-
nami 𝜓𝑘(𝐺) ≥ 𝑘𝑛

𝑘+2 + 𝑚
(𝑘+1)(𝑘+2) .

Magda Dettlaff, Magdalena Lemánska, Gabriel Semanišin a Rita Zuazua
[29] študovali (𝜓𝑘 − 𝛾𝑘)-perfektné cesty, cykli a kompletné grafy pre 𝑘 ≥ 2.
Navyše poskytli úplnú charakterizáciu (𝜓2−𝛾1)-perfektných grafov opisujúc
množinu jeho zakázaných indukovaných subgrafov a poskytujúc explicitnú
charakterizáciu štruktúry grafov, ktoré patria do tejto rodiny.

V [30] Lemańska, M. prezentovala dolné ohraničenia pre problém minimál-
neho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia z hľadiska počtu vrcholov a koncových
vrcholov a charakterizovala extrémne stromy pre túto dolnú hranicu. Naviac
charakterizovala extrémne 𝜓𝑘-stromy pre túto hornú hranicu.

Itamar Hartstein, Mordechai Shalom a Shmuel Zaks uverejnili v roku 2015
ďalšiu motiváciu pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokry-
tia [31]. Jedným z hlavných problémov v návrhu optickej siete je zhoršenie
kvality signálu po precestovaní danej vzdialenosti 𝑑. Na odstránenie tohto
problému sú regenerátory umiestnené v uzloch siete. Aby dvaja klienti mohli
komunikovať v sieti musia byť regenerátory umiestnené tak, aby dĺžka me-
dzi regenerátormi bola maximálne 𝑑. Regenerátor môže obsluhovať iba jednu
svetelnú cestu. Regenerátory sú pomerne drahé zariadenia a mnohé výskumy
boli vykonané, aby sa znížil ich počet v sieti pri zachovaní klavlity komu-
nikácie. Navyše autori skúmali parametrizovateľnú zložitosť tohto problému.

V [32] Stefan Funke, André Nusse a Sabine Storandt prezentovali algoritmus
pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre orientované
grafy, ktorý nájde veľmi malé pokrytie vďaka dolným hraniciam inštancii.

Ján Katrenič prezentoval algoritmus [33] s pevným paramterom na riešenie
problém minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia s časovou zložitos-
ťou 𝒪∗(1.8172𝑠𝑛𝑂(1)), pričom 𝑠 je maximálna veľkosť pokrytia, čím vylepšil
dočasne známe algoritmy.

V [34] Jianhua Tu a Zemin Jin navrhli algoritmus s pevným paramterom
na riešenie problém minimálneho 4-cestného vrcholového pokrytia s časovou
zložitosťou 𝒪∗(3𝑠), pričom 𝑠 je maximálna veľkosť pokrytia.
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Maw-Shang Chang, Li-Hsuan Chen, Ling-Ju Hung, Peter Rossmanith a
Ping-Chen Su prezentovali algoritmy [35] s pevným paramterom na rieše-
nie problém minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia. Prvý algoritmus
má časovú zložitosť 𝒪∗(1.7964𝑠) s polynomiálou pamäťovou zložitosťou, pri-
čom 𝑠 je maximálna veľkosť pokrytia. Druhý algoritmus má časovú zložitosť
𝒪∗(1.7485𝑠) s exponenciálnou pamäťovou zložitosťou, čím vylepšili algorit-
mus Jána Katreniča [33].

V [36] Rija Erveš a Petra Šparl prezentovali tesné horné ohrnaničenia pre
problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia na hexagonálnych
grafoch.

Christoph Brause a Ingo Schiermeyer prezentovali polynomiálny algoritmus
[37], ktorý nájde 2 množiny s prázdnym prienikom 𝑇1 a 𝑇2, pre ktoré platí
(i) pre akékoľvek 3-cestné vrcholové pokrytie 𝑆′ v 𝐺[𝑇2], 𝑆′ ∩ 𝑇1 je 3-cestné
vrcholové pokrytie v G, (ii) v G existuje minimálne 3-cestné vrcholové po-
krytie, ktoré obsahuje 𝑇1 a (iii) |𝑇2| ≤ 6⋅𝜓3(𝐺[𝑇2]), kde 𝜓3(𝐺) je kardinalita
3-cestného vrcholového pokrytia a 𝑇2 je jadro G.

V [38] Takuya Akiba, Yosuke Yano a Naoto Mizuno prezentovali polynomi-
lány algoritmus pre problém minimálneho váženeho 𝑘-cestného vrcholového
pokrytia na báze vrstvenia, o ktorom tvrdia na základe experimentov, že
dáva dobré výsledky a má krátky čas výpočtu aj pre veľké 𝑘. Navyše verifi-
kovali, že vie zvládnuť prepočet zmeny váhy hrany za 40 ms.

Mingyu Xiao and Shaowei Kou prezentovali algoritmus [39] s pevným param-
terom na riešenie problém minimálneho 3-cestného vrcholového pokrytia s
časovou zložitosťou 𝒪∗(1.7485𝑠) s polynomiálou pamäťovou zložitosťou, pri-
čom 𝑠 je maximálna veľkosť pokrytia, čím vylepšili dočasne známe algoritmy.

V [40] Euiwoong Lee prezentoval 𝒪(𝑙𝑜𝑔 𝑘)-aproximačný algoritmus na rie-
šenie problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia s časovou zlo-
žitosťou 2𝒪(𝑘3 𝑙𝑜𝑔 𝑘)𝑛𝒪(1).

8



LiminWang, Wenxue Du, Zhao Zhang a Xiaoyan Zhang predstavili algorit-
mus [41] aproximačnej schémy polynomiálnej časovej zložitosti pre problém
minimálneho váženeho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre spojité grafy
typu jednotkovej gule t.j. vrcholy su spojené hranou ak ležia od seba v troj-
rozmernom priestore vzdialené maximálne jednotkovú dĺžku, čiže ležia v
guli, ktorého je jeden z nich centrom.

V [42] Zhao Zhang, Xiaohui Huang a Lina Chen predstavili jednoduchuchší
algoritmus aproximačnej schémy polynomiálnej časovej zložitosti pre prob-
lém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia (𝑘 ≥ 2) pre súvislé grafy
typu jednotkového kurhu t.j. vrcholy su spojené hranou ak ležia od seba
vzdialené maximálne jednotkovú dĺžku, čiže ležia v kruhu, ktorého je jeden
z nich centrom.

MingyuXiao a ShaoweiKou [43] navrhli exaktné algoritmy pre problém mini-
málneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia. Prvý algoritmus má časovú zloži-
tosť 𝒪∗(1.4656𝑛) s polynomiálou pamäťovou zložitosťou. Druhý algoritmus
má časovú zložitosť 𝒪∗(1.3659𝑛) s exponenciálnou pamäťovou zložitosťou,
čím vylepšili zatiaľ známe algoritmy.

V [44] Zhao Zhang, Xiaoting Li, Yishuo Shi, Hongmei Nie a Yuqing Zhu
predstavili algoritmus aproximačnej schémy polynomiálnej časovej zložitosti
pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia (𝑘 ≥ 2) pre grafy
typu jednotkovej hypergule, ktorých heterogenita je ohraničená konštantou
t.j. vrcholy su spojené hranou ak ležia od seba vzdialené v ℝ𝑑 maximálne
jednotkovú dĺžku, čiže ležia v hyperguli, ktorého je jeden z nich centrom.

Christoph Brause a Rastislav Krivoš-Belluš prezentovali [45] vzťah medzi
problémami minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia a minimálneho
𝑘-cestného rozdelenia na základe ktorého získali nové ohraničenia pre ich in-
varianty a novú postačujúcu podmienku pre NP-kompletnosť minimálneho
𝑘-cestného vrcholového pokrytia z hľadiska zakázaných podgrafov.

V [46] Jianhua Tu, Lidong Wu, Jing Yuan a Lei Cui prezentovali para-
metrizovaný algoritmus pre problém minimálneho 3-cestného vrcholového
pokrytia so zložitosťou 4𝑝 ⋅ 𝑛𝒪(1), pričom 𝑝 je najväčia šírka stromovej de-
kompozície grafu. Navyše ukázali, že pre problém minimálneho 3-cestného
vrcholového pokrytia na planárnych grafoch existuje podexponenciálny pa-
rametrizovaný algoritmus s časovou zložitosťou 2𝒪(√𝑠) ⋅ 𝑛𝒪(1), kde 𝑠 je ma-
ximálna veľkosť pokrytia.
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Jianhua Tu prezentoval efektívny algoritmus [47] pre problém minimálneho
𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre kaktusy.

V [48] Toshihiro Fujito ukázal, že problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholo-
vého pokrytia pre spojité grafy je 𝑘-aproximovateľný a problém minimálneho
váženeho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre spojité grafy je 1.35 𝑙𝑛 𝑛 + 3-
aproximovateľný pre 𝑘 ≤ 3.

Zhao Li a Liancui Zuo [49] prezentovali niekoľko odhadov a presných hodnôť
pre problém minimálneho 𝑘-cestného vrcholového pokrytia pre karteziánske
súčiny grafov.
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